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Coxbucaqllar iizrs sarhad inteqral tanliklorinin hoalli ticiin eksponensial
yigilma iisulu

Xiilasa

Isdo Laplas operatoru iigiin qoyulmus daxili Dirixle maosolosindon golon potensiallar
nazariyyasinin sorhad inteqral tonliyi vo sonlu sayda kiinc noqtalori olan oblastlarda miistovi elastiklik
nazariyyoasinin birinci sarhad masalasi li¢ilin sorhad inteqral tonliklor sistemi nozordon kegirilir. Sado
birlogsmis ¢oxbucaqlilarin sorhadlori olan oyrilor iizro bu tip inteqral tonliklorin niivolorinin téromalori
vo hollori {iglin qiymotlondirmolor alinmis vo eyni kvadratur diisturlar ailosinin istifadosine
osaslanaraq adadi hall metodu qurulmusdur. istifade olunan kvadratur diisturun diiyiinlorinin sayina
goro metodun eksponensial yaxinlagsma siiroti verilmisdir.
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Exponential Accumulation Method for Solving Boundary Integral
Equations Over Polygons

Abstract

The boundary integral equation of potential theory is considered for the interior Dirichlet problem
for the Laplace operator and a system of boundary integral equations for the first boundary value
problem of plane elasticity theory in domains with a finite number of corner points. Estimates are
given for the derivatives of the kernels and solutions of these types of integral equations on curves
that are the boundaries of simply connected polygons, and a numerical solution method is constructed
based on the use of the same family of composite quadrature formulas. The exponential rate of
convergence of the method with respect to the number of nodes of the quadrature formula used is
proven.
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Giris
Cotin formal1 saholords elliptik tip sarhad masalalorinin adadi hall tisullarindan biri sarhad inteqral
tonliklor metodudur. Sorhad inteqral tonliklori sorti olaraq iki sinfo boliing bilor: Birbasa tonliklor,
burada namolum funksiyalar mosalonin mozmunlu formulyasiya baximimndan monalidir.
Dolay1 tonliklor (daha ¢ox potensial nozariyyasinin inteqral tonliklori kimi taninir), burada asas
mosalonin holli kdmoke¢i funksiyalar vasitosilo inteqral hesablamalarla tapilir. Sorhod inteqral
tonliklarinin adadi hallinds, hom klassik kvadratur metodunda, hom dos sorhad elementlori metodunda,

geydsimmetrik dolu matrislorden ibarat xatti tonliklor sistemlorini hall etmok lazim golir (Babushka
vo b., 1990; Parton vo Perlin, 1977; Chendler, 1986).
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Hesablama xorclorini azaltmaq iiglin iki yanasma totbiq oluna bilor: Kvadratur diiyiinlori vo ya sarhad
elementlori elo secilir ki, toxmini sistemin matrisi ya birbasa metodlarla siiratli hall olunacaq formada
olsun, ya da holls tez yaxinlasan iterativ proses effektiv qurulsun.

Tadqiqat

Bu moqalodo arasdirilan yanasma iso sistemin Olglisiinii azaltmaqla yanasi, toxmini hallin
doqiqliyini artirmaqdan ibaratdir.

Ogor sahonin sorhadi bucaqli ndqtolordon ibaratdirss, toxmini xotti sistemin qurulmasi xeyli
¢atinlosir, ¢iinki miivafiq inteqral tonliklor zoif sokildo toklik dasiyan olur. Belo saholordo, bazi
birbasa sorhod inteqral tonliklori {iciin sorhod elementlorinin xiisusi se¢imi hesabina sorbostlik
doracalerinin sayina nisboton eksponensial yaxinlagsma siiratini tomin etmok miimkiindiir. ikinci név
potensial nozariyyasi inteqral tonliklorinin ododi hallindo sorhad elementlori metodundan daha praktik
olaraq sads iisul kvadratur metodudur (Kress, 1990; Maz'ya vo Solov'ev, 1998). Standart yanasma
torkib kvadratur formulasinin qurulmasindan ibaratdir; burada elementar parcalar bucaqli ndqtolora
yaxinlagdiqgca sixlasir. Hor bir elementar parca ligiin eyni sayda diiyiin istifads olunur. Bu metod
diiyiinlorin sayma goro cobron daqiqlik doracosini tomin edir.

Molumdur ki, ogor sahonin sorhodi vo sorhod sortlori analitikdirse, orta diizbucaqli torkib
formulasina osaslanan metod eksponensial yaxinlagsma siirotino malikdir. Bu baximdan sorhodi
bucaqlt ndqtalordon ibarat olan saholords potensial nozoriyyasinin inteqral tonliklorinin kvadratur
metodu ilo eksponensial daqiqlikle adadi hollinin miimkiinliiyli mosalosi ortaya ¢ixir. Bu natico,
sorhad tonliklorindoki inteqral toxmini iigiin Gauss torkib kvadratur formulalarinin istifado edilmasi
ilo aldo oluna bilar; burada elementar pargalar konturun bucaqli ndqtolerina yaxinlasdigca sixlasir vo
elementar formulalardaki diiyiinlerin say1 bucaqlara yaxinlasdiqca doyisir. Belo yanagma sorbastlik
doracolarinin sayina nisbaton eksponensial yaxinlagma siiratini tomin etmoyo imkan verir (Kong vo
b., 2011; Maz'ya, 1988; Khel'zing vo Oiyala, 2008; Grehkhem vo Chendler, 1988).

Q c R? — sorhadi I' olan mohdud oblastdir; I' 6z-6ziinli kosmoayon qapali oyridir vo asagidaki
parametrik tosviro malikdir:

I'={x =x(s) = (x1(5), x2(s)),s€[0, T],x(0) = x(T)}. Sonraki miilahizalards qobul edak ki,

r=y/-1r
j—0j

burada I'; -bucaq ndqtalari P; vo Pj+1-1 birlosdiron diizxatli parca olub (burada Po=P; qabul edilir)
oj ilo Pj bucaq ndqtasinds daxili bucagin giymatini isars edok; bu zaman 0 < «; < 27 biitiin j
iclin bucaq noqtalori Pj ilo adadlar toplusu {sj}, j=0,...,J=0 asagidaki kimi slagolondirilir:

z(sj)=PF;, j=0,...,J,
O=sy<s1<---<s51<s;="1T.
Ovvaldo verilmis Q oblastinda Laplas operatoru iiglin Dirixle masoalosini nozordon kegirok:
Aug(z) =0, =z €,

U.(](:L') = E}(.’B), zcl. (1)

Homginin, elastiklik nazariyyasinin birinci sorhad masoalasini:

pAd + (A + p)Vdivi =0, zecQ,

ﬁ:ﬁ, zcTl.

)
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o T
Burada u"=(uj,uz)" namolum vektor-funksiyadir, A ,u — Lame sabitloridir, F = (F, F)".
Sonraki hissolordo gobul edok ki, F; i=0,1,2 funksiyalar1 I' boyunca fasilosiz vo sonsuz
diferensiallana bilondir; yalniz bucaq noqtalorinds asagidaki tip zaif tonliklors yol verilir:

0.
(s—sj) ’,0<0j<1. (3)

Hoallin tasviri
(1) masalasinin hallini ikigat gat potensiali soklindo axtaracagiq:

1 0
() = - [ Bo) 5 lnle ~ 4| T,

27 y

burada ®y — namolum sixliq funksiyasidir vo o, asagidaki sorhad inteqral tonliyinin hallidir:

1 d -
o) + ;[¢n(y)% In|z — y| dT, = 2Fp(z), zeT\ | B
‘ ' R0

(2) masalasinin hallini miistovi ikiqat qat potensiali soklindo axtaracagiq:
i(z) = [ 7.0, )Ty~ 2) B(y) dr,
r

burada I'(y—x)— (2) masalasinin fundamental hollidir vo asagidaki elementlors malik matrisdir:

A+ 3u

D% T . — .
((5ijln$—y‘_ +p (= yl)(‘T,] yj)).

A+ 3pu |z — y|?

Burada Tx(0y,n") ilo iimumilasdirilmis garginlik operatoru isara olunur:

T@. 1) =u5 2 +A+pnm) L +x°-nm >
x y ij U an, t oy; J oy; ¢ 9y;

Burada i,j=1,2i ,0ij— Kroneker simvoludur.

®(z) + [Tx(ﬁy:ﬁ,) T'(y —z) ®(y) dy = 2F (z).

I

(6)
y=W olduqda, (5) operatoru klassik gorginlik operatoru olur.
Ogor
(A tp
X X0 I\ + 3# y

olarsa, Tx(dy,n") operatoruna psevdo-garginlik operatoru deyilir,
¥#xo olan biitiin hallarda (6) tonliyi hotta hamar sorhadli oblastlar ii¢iin bels sinqulyardir, ¢linki
onun niivasi asagidaki komponentlori ehtiva edir:

In|z — y|,

Osy
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Burada

0s/y0 — T ayrisi lizro yyy noqtasinds toxunma téromasidir.

Sonraki hissado yalmz y=yo halin1 nazordon kegirocoyik; bu halda gosterilon sinqulyar
komponentlor aradan qalxir.

Isaro edok:

Ty (0y: 1) = T(dy, 1), ‘_I"x.l = 3.

(4) sorhod inteqral tonliyinin vo sorhad inteqral tonliklor sisteminin ododi halli ilo bagh
masolalorin aragdirilmasina kegok:

B(z) + /PT(ay,ﬁ)r(y— 2) B (y) dy — 2F (x). o

3. Kvadratur metodu. Yuxarida verilmis I" ayrisinin parametrizasiyasindan istifado edorak isara
edak:

oils) = Bulz(s),  fuls) = 2Fu(a(s), k=0,1,2

Qoy t — [sj,sj+1] par¢asinin daxili noqtasi olsun, j=0,1,...,J—1

Asagidaki diisturlarla K(s,t) vo M(s,t) funksiyalarini miioyyon edok:

(L0 ~20) ~ w5l —2)
K(S t) = T (-'171(5) = wl(t))z 7t l‘g(s) — Ig(t))Q ? s
) i 1 zy(t)z3(t) — z5(t)zi(¢) .

2r  (2)(1)? + (eh(2))?

(2k(s) — @x(t)) (@u(s) — @u(t)
(z1(s) — 21(8))? + (z2(s) — zz(t))g) B

z)(t)z)(t) )
K i+ b e —s.
) (abu-+b e ) e
#
Burada
3227”’ 52M1 kel =1,2.
A+ 3p A+ 3p

Ikiqat qat potensialinin hondosi xassolerindon belo notico ¢ixir ki, s€[0,T]\Uj= ' olduqda
asagidaki miinasibotlor 6donilir:

/[;TK(S,t)dt—l, Arﬂf(s,t)dt—([l} [1})

Bu halda (4) vo (7) tonliklori ekvivalent formada yazila bilor:

T
200(8) + [ K(s.)(polt) — u(s)) dt = fuls), 5 € 0.7,
(8)
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Vo ’
25(0) + [ M(s,0(0(0) — #(0)) dt = 7).

Burada
@ = (o1, 92)", F=LR)7", seloT.

Bu yanagmanin osas iistiinliiyii ondan ibaratdir ki, bucaq noqtelorine yaxin orazilordos inteqralalti
funksiyalarin hamarlig: artir.

[9,10]-dan  molumdur ki, istonilon  fasilesiz ~ T-periodik  funksiyalar  {igiin fi,
k=0,1,2k=0,1,2 (8) vo (9) tonliklori miivafiq olaraq fasilesiz T-periodik funksiyalar vo vektor-
funksiyalar fozasinda yegana hollo malikdir.

(8) tonliyinin vo (9) sisteminin toqribi hallini imumi prinsipial sxem iizro quracagiq.
Qoy {ny}— artan sonsuz natural ododlor ardicillig1 olsun. Hesab edok ki, har bir n=ny {i¢lin kvadratur
formulu qurulmusdur:

/n' gt dt ~ 3" AP g(t) = S,(g).

i=1

(8) va (9) tonliklorini operator formasinda yazaq:

wo + Ko = fo, +M@=Ff,
burada K vo M — asagidaki kimi toyin olunmus xatti mohdud operatorlardir:
T
(Kug)(s) = vo(s) + f K(s,t)(vo(t) — vo(s)) dt

0

T
(M7T)(s) = U(s) + / M (s,t)(9(t) — ¥(s)) dt
0

vo bu operatorlar miivafiq olaraq fasilesiz T-periodik funksiyalar vo vektor-funksiyalar
fozalarinda toyin olunmusdur.

Daxil edilmis kvadratur formulalar ailosi asagidaki xotti mohdud operatorlara baxmaga imkan
Verir:

( n'b‘ﬂ _ 'UU( + ZA(H t{n (t-g;:]) o Ug(s)),

(M,3)(s) = (s) + Z AY M (s, 87 (B) - 3(s)).

i=1

Qoy @¢™ funksiyas1 asagidaki xatti tonliyin holli olsun:

o8 (s) + Kupl (s) = fols), s €[0,T).
(10)
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(10) tonliyinin hallinin axtaris1 asagidaki xotti cobri tonliklor sisteminin hallino gatirilo bilar:

(()”,I 2p Z 1|n| 2 |u| |nl)((1)([,ljl’:l B (l’n‘\) - [U( Inl ]
(11)

Dogrudan da, @o,i™ = po™(ti™) komiyyatlori, i =1, ..., n i¢ilin, (10) tonliyinin istonilon ¢o™ halli
ticin (11) sistemini ddoyir. ©ksing, agor ®o,i™, i = 1, ..., n komiyyatlor toplusu (11) sisteminin
hallidirss, onda miivafiq funksiya (10) tonliyini 6dayir.

Tl 1

a(s) = (fu(} S AMK(s, “”J«ba"ﬂ)(9—Z-"i‘,-”’h’(-*-fﬂ”"))
=1 i=1

(12)

Xotti tonliyin halli ilo xatti cabri tonliklor sistemi arasinda da oxsar bir slaqgo mévcuddur.

—(n (n e —>(n w
F(s) + MaB™(s) = F(s), B™ = (&, 087), s€[0,T),

(13)
20" + Z A (Z My (1" ,ff,-'”)) (2% - 2f)) = A™),
m=1
_ 2
2(1)52”1) + Z AA(}'”) (Z 1‘[‘2‘::1(7‘5“)« fg”)) (‘I)n’:; - ‘I)?I’Ll)l> fZ(tin)) (14)
=1 m—1

Burada i=1,...,n- dir.
¢ ™ vektor-funksiyasinin komponentlori hor bir s€[0,T] iigiin asagidaki iki xotti tonliklor sisteminin
holli kimi miiayyen edils bilar.

n 2
= fi(s) — Aj'”(Z Mim(s, )‘1’,,'1'),>

g=1 m=1

<ZA " My (s, 5" ))v ™ (s) + (2 — ZA.(,’”M“(s.ffﬁ’)),;g“’(s) =
j=1
S (S i)

m=1

Bu sistemin hall oluna bilmasi vo (12) tosvirinin miimkiinliiyli (Atkinson, 1997; Bremer vo
Roklin, 2010) islorindo arasdirilmigdir.

4. Xiisusi kvadratur formulasinin qurulmasi. Yuxarida tasvir olunan inteqral tonliklorin toxmini
hallorinin qurulmasi yanagmasi, baxilan hor iki mosalo ii¢lin {imumi olan torkib kvadratur formulalar
ailosi osasinda reallasdirila bilor. Golocokds (Bakhvalov, 1967) isindo oldo olunmus asagidaki
naticodan istifads edocoyik.

Asagidaki inteqralin hesablanmasi mosolosino baxaq

1
O/Q(t) dt,
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burada g(t) funksiyas1 (0,1] intervalinda miioyyon edilmisdir vo miioyyan bir 0<p<10 {i¢iin
asagidaki borabarsizliklori 6doyir.

d"g(t)
(If”‘

(n+1)!

' < const

Burada t€(0,1], n=0,1,2,... vo 0<B<10 -dir.

Ogoar g funksiyasi (15) sortlorini 6doyirss, onda elo bir natural Ny ododi mévcuddur ki, istonilon
N>Nj natural adadi iigiin

n
= = (N) N)
Sn(g)=>_ A gt;")
=1

n=n(N) sayda diiyiino malik kvadratur.

1
‘/g(f)(lf~3\-'(g) < b exp(—cv/n),
0

b, ¢, c1 va ¢ sabitlori iso miisbatdir vo N-in se¢imindon asili deyildir.

5. Bucaqli ndqgtolorin yaxinliginda sorhoad inteqral tonliklorinin hollorinin asimptotikast.
Yiiksok doqiqlik doracesino malik kvadratur formullarinin qurulmasi ii¢iin konturun bucaql
noqtolorinin yaxinliginda (8) va (9) inteqral tonliklorinin hallorinin davranist hagqinda molumat talob
olunur. Bundan sonra belo gobul edocoyik ki, fk funksiyalari, k=1,2, s€(sj,sj+1) j=1,...,J—1 olan
istonilon ndqtads sonsuz dofo diferensiallana bilondir vo miioyyon bir 0<y<10 ii¢lin asagidaki
qiymatlondirmo dogrudur.

d" fi(s)

dsn

1
n!
< const Z n—y |

i=0 |-‘1'(5) = -’"("”_;’~H‘)|
Hor bir j=0,...,JJ iiciin elo Bij, i=0,1,20dadlorini nozars alaq ki,
Boj = m(m+ |7 — aj])

vo Bi1= B2j odadi verilmis tonliyin kokudiir.

A+ 3 : ' 2
(( /\—:- lil) sin B(m + |m — (.Yj|)> - ('ﬁ sin(m + |7 - (I~"]))

on kic¢ik miisbat hoqiqi hissoye malikdir. Qeyd edok ki, biitiin B;; adadlori (0.5, 1) intervalinda
yerlosir. Bu halda asagidaki notico dogrudur (Bremer vo Roklin, 2010; Kress, 1999; Chendler, 1986).

A={A;}1=0,1,2,j=0,1,...,J adadler ¢oxlugunu nazordon kegirak vo elo olsun ki, 0<A;; <Bj

Onda elo bir ¢ (I', fo, fi, £, A) sabiti movcuddur ki, o yalniz I' oyrisinin noviindon, fi
funksiyalarindan (k=0,1,2) vo A adadlor ¢oxlugundan asilidir vo (8) vo (9) tonliklorinin hallori ii¢iin
hor bir s€ [0,T] ndqtesinds asagidaki qeyri-barabaorlik yerina yetirilir.

Aij

@i(s) — pi(s;)| < e(T, fo, f1, f2,A) |2(s) — x(s;)|
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Noaticd

Isdo potensiallar nozeriyyasindon istifade edorok Laplas tonliyi ii¢iin qoyulmus daxili Dirixle

sorhod mosalasindon golon inteqral tonliyin va elastiklik nazariyyasinin birinci sarhod masalasindon
golon inteqral tonliklor sisteminin halli {iglin kvadratur diisturlar tisulu verilmisdir. Homg¢inin, alinan
toqribi hallin xotasinin eksponensial yaxinlagma stiroti do verilmisdir.

10.
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12.

13.
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